Kodowanie i generowanie ukladéw
statystycznych za pomoca
algorytmoéw probabilistycznych.

Jarostaw Duda

Instytut Fizyki
Wydzial Fizyki, Astronomii i Informatyki Stosowane;j
Uniwersytet Jagiellonski

Praca magisterska
opiekun: prof. dr hab. Karol Zyczkowski
Krakow 2006



Spis tresci

1 Wstep 1
2 Model jednowymiarowy 5
3 Kodowanie 11
4 Pojemnosé informacyjna ogélnych modeli 14
5 Podejscie statystyczne 19
6 Alogrytmy probabilistyczne 25
7 Droga do optimum 30
8 Podsumowanie 35

1 Wstep

W teorii informacji, gdy mamy pewne informacje o uktadzie, pozostate parametry (p)
przyjmuje si¢ korzystajac z zasady maksymalnej niewiedzy - maksymalizujemy en-
tropie (ktéra charakteryzuje wktad elementéw danego typu):

#p(p) < exp(N * H,) (1)

czyli przy przyblizeniu naszego nieskonczonego uktadu uktadem skonczonym o
wielkosci N, wktad stanéw o danych parametrach p : p(p) zachowuje sie¢ propor-
cjonalnie do eksponenty z iloczynu wielkosci uktadu i sredniej entropii H,, dla tych
parametrow. Czyli przy przejéciu N — oo istotne sg tylko uktady z parametrami
maksymalizujacymi entropie.

W niniejszej pracy bedziemy sie zajmowaé¢ modelami zachowywujacymi wy-
soka symetrie przestrzeni. Okaze sie, ze dzieki temu wystarczy ograniczy¢ sie do
elementow, ktore tez beda (statystycznie) zachowywaly te symetrie - pozostate
zostana przez nie zdominowane - nazwe takie ograniczenie opisem statystycznym p.
Nastepnie ograniczymy sie, jak podpowiada zasada maksymalnej niewiedzy, do
elementow dla ktorych 6w opis statystyczny bedzie maksymalizowal entropie H,
-opis typowy, pozostate sg nieistotne.

Wspomniana entropia jest to srednia pojemnos¢ informacyjna, znaleziony opis
statystyczny pozwoli nam skonstruowac¢ algorytm probabilistyczny do zapisywania
dowolnych informacji w tym modelu z dang iloécia bitéw na wezel (entropia).
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Niniejsza praca podaje pelng metodologie postepowania z ukladami na sieci
periodycznej (w kazdym wezle sieci jest element z alfabetu A), w ktérych narzucono
pewne periodyczne wiezy - zestaw skonczonych uktadow, ktére sa zabronione.
Gdzie przez periodyczne rozumiem, ze zbiér wiezéw jest niezmienniczy ze wzgledu
na translacje.

W kolejnych rozdziatach przeprowadze ogélng dyskusje nad jedno, a potem
wyzej wyze] wymiarowymi modelami z silnymi wigzami. W celu lepszego zro-
zumienia zawartych tu idei, wszystko robie pod przyktad: Hard Square model -
X = 7% A = {0,1}, wigzy: nie moze by¢ dwoch sgsiednich (kazdy wezet ma 4
sasiadéw) jedynek. Widaé ze bez wiezéw mozna w tym modelu zapisaé srednio
1bit /wezet. Po wprowadzeniu wiezéw okaze sie ze pojemnos¢ informacyjna spadnie
do H =0.5878911617753406 bita/wezel. Dla tego modelu przeprowadzitem tez pelne
obliczenia. Wiekszos¢ uzywanych w tym przypadku technik bedzie si¢ naturalnie
przenosita do ogélnych problemdw.

Przyktad zastosowania:
Przy zapisywaniu informacji na jakiej$é powierzchni, mamy lokalnie siatke Z2, w
ktorej kazdym wezle dokonujemy namagnesowania lub nie - czyli w kazdym wezle
zapisujemy 1 bit informacji. Problemem technologicznym jest zmniejszenie tej plam-
ki (stalej sieci). Niniejsza praca pokazuje ze zwiekszenie pojemnosci informacyjne;
powierzchni mozna tez uzyskaé¢ przez doktadniejsze pozycjonowanie glowicy(przy
takiej samej wielkosci plamki): np. zmniejszamy stala sieci v/2 razy - teraz plamki
sasiednie zachodzg na siebie - no wiec zabraniamy namagnesowania 2 sasiednich wie-
z6w - czyli postawienia na sieci 2 sgsiednich jedynek - wspomniany wtasnie model.

PR \ E
| Y \r’ I'I I{/,.— \'{— ~ T
\ | />_{/: o Al / ] __I._ "I-"-;IEKL \l
Fd ., W e - = AL ] v
| "fllr \ \ i LA 3\
4 T T 1 1 WAL, Jrl|
M ,-"/ Rl A _/.’f ,'\'{._ A

Rysunek 1: Przeskalowanie sieci bez zmiany ”plamki”.

Dostajemy V2 ok H = 117 bitéw/poprzedni wezel, czyli zyskalismy 17%.
Analogicznie bardziej zmniejszajac stata sieci (dokladniejsze pozycjonowanie)
mozemy zyskaé jeszcze wiecej Sredniej informacji.

Na przyktad w przypadku jednowymiarowym: po jedynce musi by¢ k zer
(bierzemy k + 1 razy dokladniejsze pozycjonowanie) dostajemy zysk(%):

k 0O/ 1 ]2 |3 ]| 4 d 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13

zysk(%) [0 [ 39 | 65 | 86 | 103 | 117 | 129 | 141 | 151 | 160 | 168 | 176 | 183 | 190
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W drugim rozdziale podam pelne Sciste rozumowanie dla modelu jednowymia-
rowego. Roéwnolegle w tym rozdziale bede wprowadzat aparat teorioinformacyjny
- jak ocenia¢ pojemnos¢ informacyjng uktadu i dlaczego jest ona réwna entropii
Shanona.

W tym przypadku zawsze mozemy sprowadzi¢ model do przestrzeni ciggéw elemen-
tow z pewnego alfabetu, takich ze po danym symbolu a moga nastepowaé tylko
symbole z M (a) - model jest okre$lony przez macierz wiezéw: M.

Tutaj nasz algorytm probabilistyczny do generowania uktadow typowych, to bedzie
zwykly proces Markowa - poruszamy sie np. z lewej do prawej i rozktad praw-
dopodobienstwa warosci kolejnego elementu mamy na podstawie wartosciowania
ostatniego (problem inicjalizacji poruszony jest na koncu pracy). Na podstawie
M wskazemy macierz stochastyczng procesu i udowodnimy, ze przy zawezeniu sie
do elementéw wygenerowanych tym procesem Markowa dostaniemy praktycznie
wszystkie elementy - pozostate zostana przez nie zdominowane. Intuicyjnie: wy-
starczy proces Markowa - czyli znajomo$¢ tylko ostatniego elementu, poniewaz
poprzednie sg przez niego zastonigte - nie ma sensu doktadac¢ gtebszych korelacji,
czyli wiedzy o ukladzie. Pdzniej uogdlnimy ten topologiczny argument na wyzsze
wymiary.

W trzecim rozdziale pokaze jak praktycznie zastosowaé znalezione algorytmy
probabilistyczne do zakodowania dowolnej informacji. Mianowicie trzeba uogdlnic¢
system dwojkowy, optymlnie kodujacy ciag bitéw, w ktérym P(0) = P(1) = 0.5 i
nie ma zadnych korelacji na system w ktorym dalej nie ma zadnych korelacji, ale
rozktad prawdopodobienstwa kolejnego symbolu nie jest juz jednorodny i moze si¢
zmieniac.

W czwartym rozdziale wprowadze formalny aparat do badania ogdlnych
modeli. Wprowadze tam stabe warunki - X = Z", wiezy skonczenie zasiegowe i
translatywnie niezmiennicze oraz, ze po pewnym ”pogrubieniu” zbioru, wartoscio-
wania brzegu tego pogrubienia, nie koliduja z warto$ciowaniami zbioru. Te warunki
wystarczg do udowodnienia istnienia entropii dla tego modelu.

W piagtym rozdziale uzasadnie ze jesli ograniczymy sie¢ do elementéow danych
opisem statystycznym, ktory dostajemy z usredniowania po wszystkich elementach
w przestrzeni (ospisowi typowemu), to dostaniemy praktycznie wszystkie elementy -
biorac losowy elementy - z prawdopodobienstwem 1 bedzie on typowy. Gdzie przez
opis statystyczny rozumiem funkcje przyporzadkowujaca dowolnemu ksztattow:
rozktad prawdopodobienstwa mozliwych na nim wartosciowan: wzorcow.

Niestety mimo wskazania wiele argumentéw na istnienie owej Sredniej po



1 WSTEP 4

wszystkich elementach, nie udato mi si¢ tego udowodnic¢ - przyjme to jako odgérne
zatozenie i uzasadnie ze jest ono réwnowazne znikaniu korelacji dalekozasiegowych.

Wprowadzimy tez alternatywna definicje typowosci (LTP), méwiaca ze po
ustaleniu wrtosciowania na brzegu zbioru, rozktad wartosciowan wewnatrz jest juz
jednorodny.

Dla danego opisu (niekoniecznie typowego) i pewnego ciagu wypelniajacego
przestrzen mozna skonstruowa¢ elementy statystyczne dla tego opisu - idziemy
po weztach wedlug tej kolejnosci i na podstawie wartosciowania poprzednich
(no i opisu) dostajemy rozklad prawdopodobienstwa wedlug ktoérego losujemy
warto$ciowanie wezta.

W sz6stym rozdziale badamy uogdlnione takie metody generowania ele-
mentoOw - juz nie zakladamy, ze poprzednich elementéw byta skonczona ilosc.
Przyjmujemy tez, ze rozktad prawdopodobienstwa chcemy obliczy¢ na podstawie
sgsiednich weztow. Nie dostaniemy w ten sposob typowego opisu, ale jednak uda
nam si¢ ograniczy¢ straty informacji ponizej 5%.

Zbadam 2 algorytmy: wypetnienie po zbiorach wewnatrz ktérych nie dziataja
wiezy oraz zupeie losowy. Pokaze tez jak losowo zmienia¢ taki uktad, zeby dostac
jednorodny rozktad dla skonczonej podprzestrzeni.

W siédmym rozdziale pokaze w koncu jak podejs¢ dowolnie blisko do
optymalnego algorytmu - zamieni¢ model na jednowymiarowy przez zawezenie
przestrzeni do paska o skonczonej szerokosci i nieskonczonej dtugosci - czyli
problemu jednowymiarowego. Pokaze tam tez wyniki numeryczne, pokazujace ze
rzeczywiscie szybko zbiegamy do optymalnego algorytmu.

Motywacja fizyczna i perspektywy

W fizyce statystycznej potrafimy bada¢ wtasnosci statystyczne na przestrzeni
zwykle nieprzeliczalnie wielu stanow. Jednak wskazanie konkretnego takiego stanu
jest zadaniem dalece niebanalnym. Zwykle robi si¢ to metodami monte-carlo, czyli
dokonujemy wielu matych zmian zgodnie z rozkltadem bolzmanowskim - jednak
zeby dosta¢ dobry generator losowy, dobrze by byto kazdy punkt zmienia¢ wiele
razy - czym wiecej tym lepiej. Metody z tej pracy pokazuja jak dla danej doktad-
nosci generatora znalez¢ metode generujaca typowy uklad w jednym przebiegu.
Pozwalaja tez np. zakodowa¢ taki uklad uzywajac minimalnej ilosci klasycznego
nos$nika. Wystarczy znalez¢ opis statystyczny.

Na razie pokazuje dokladng metode jak znalezé opis statystyczny, formalizm
tylko dla silnych wiezow. Popatrzymy sie na dowolny uktad fizyki statystycznej
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na dyskretnej sieci, w ktorej oddzialywania sg skonczenie zasiegowe. Teraz gdy
przejdziemy z temperaturg do 0, zostawimy tylko uktady, ktére w otoczeniu
kazdego wezta minimalizuja lokalnie energie - dostajemy silne wiezy. W zaleznosci
od modelu - unormowana entropia (ilo$¢ uktadéw) moze w tej granicy spadaé do 0
(np. model Isinga), albo tez dazy¢ do pewnej niezerowej granicy(np. Hard Square)
- entropii resztkowej. Czyli metody z tej pracy pomagaja w badaniu uktadéw w
zerowe]j temperaturze.

Czy w takich uktadach mozna by kodowa¢ informacje? W niezerowej temperaturze
ruchy termiczne ja uszkodza. Metoda kodowania z trzeciego rozdziatu jest na razie
zupetnie nieodporna na btedy. Wida¢, ze dobrze bytoby ja rozwina¢ o mozliwosé
dotozenia redundancji, w celu pézniejszej korekcji btedow. Wtedy przy niewielkich
ruchach termicznych takie kodowanie mogtoby mie¢ sens.

Planuje te metody rozwinaé¢ na inne wiezy lokalne/statystyczne - np. stabe (np.
dodatkowo p(0) = 0.3) i bolzmanowskie. Dzieki temu bedzie mozna np. generowaé
uktady w danej temperaturze i sktadzie procentowym sktadnikow.

Wiezy lokalne /statystyczne spotykamy jeszcze w teorii graféw losowych. Rozwinie-
cie metod z tej pracy mogtoby pozwoli¢ na lepsze zrozumienie na przyktad rozwoju
internetu.

2 Model jednowymiarowy

W tym rozdziale bedziemy sie zajmowaé nastepujacym modelem:

Definicja 1. Modelem jednowymiarowym bedziemy nazywaé trojke (X, A, M):
przestrzen X C 7

alfabet A -skonczony zbioér symboli

wiezy M : A? — {0, 1}

wtedy elementy to V(X), gdzie dla A C X:
V(A) = {v:A— AViexnx-1)yM (v;, vi41) = 1} (2)

Uzasadni¢ krétko, ze dowolny translatywnie niezmienniczy, skoniczenie zasiggowy
model mozna tatwo sprowadzi¢ do powyzszego (o zasiegu wiezéw = 1).
Mianowicie niech [ + 1 bedzie najwigkszym zasiegiem w wiezach - np. vy = a =
Vpt141 = b. Wtedy jako nowy alfabet bierzemy A' - grupujemy [ kolejnych symboli.
Teraz mozemy wprowadzi¢ macierz jak wyzej:

M(w)i:1“l(wi)i:1“l =l
Vi—o.1 V; = w;_1 oraz ciag vyvs...vw; jest zgodny z wiezami
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Czyli wystarczy ograniczy¢ si¢ do zdefiniowanego modelu.

Zastanéwmy sie ile informacji mozemy zapisa¢ w takich ciggach, powiedzmy
dhugosci k7
Oznaczmy przez Ny = #V (k) (k :={0,1, ..., k—1}) ilos¢ takich ciagéw - uzyskanych
z powyzszego modelu dla k - elementowej odcinka. Czyli informacja jaka mozemy
tu umiesci¢ to wybor jednego z N, ciaggow.
Do wskazania jednego z 2" elementéw potrzebujemy n bitow.
Ogoélnie bedziemy badaé¢ granice z n — oo - mozemy przyjaé ze
Do wskazania jednego z n elementéw potrzeba lgn bitéow.
gdzie 1g = log, - przez cala prace bedziemy poréwnywac z uktadem dwodjkowym, w
ktorym kolejny symbol oznacza kolejny bit informacji. Jest to wygodna konwencja
przy porownywaniu z uktadem dwoéjkowym.

W naszym przypadku, srednia ilos¢ informacji przypadajacej na jeden symbol,

Ik lg(#;/(k)) (3)

to

Policzymy H := lim,_,., H*

Oznaczmy ¢ = #{v e V(k) :vp_1 = a} & = (F)aea

Ciagi dhugosci k + 1 uzyskujemy z ciggdéw o dtugosci k: ’ck“ =c* M ‘

Czyli H - dominujaca wartos¢ wtasna M, w ktorej wektorze wtasnym niezerowy
wktad ma ¢! = {1,1,...,1}

Przypomnijmy:

Twierdzenie 2 (Frobeniusa - Perrona). Macierz nieredukowalna o rzeczywistych,
nieujemnych wspotczynnikach, ma dominujgcq rzeczywistq, nieujemng wartosé wila-
sng 1 odpowiada jej wektor wlasny o rzeczywistych, dodatnich wspotczynnikach.

Redukowalnos¢ oznacza, ze mozemy tak podzieli¢ wspotrzedne na przynajmniej
2 podzbiory, ze macierz nie ma wyrazow niezerowych miedzy tymi podzbiorami
(nie miesza ich).
W naszym przypadku redukowalnos¢ oznaczataby ze startujac z jednego z pod-
zbioréw alfabetu, nigdy z niego nie wyjdziemy - najpierw wybieramy sktadowa
alfabetu, a potem poruszamy si¢ wewnatrz tej sktadowej, uzywajac macierzy
nieredukowalnej. Mozemy pominaé¢ te przypadki w rozwazaniu.
Czyli w naszym (M jest nieredukowalne) przypadku H = lg\, gdzie A jest dominu-
jaca wartoscig wlasng M.

Zastanowmy si¢ teraz nad znalezionym, odpowiednio unormowanym wektorem
wlasnym: CTM = \CT | gdzie 3" ,c 4 Co = 1.
Jest to oczywiscie rozktad symboli w takich nieskonczonych ciggach...
Nie jest to prawda: jest to rozklad prawdopodobienstwa symboli na koncu
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takich ciggow!

Sprobujmy policzy¢ rozktad symboli wewnatrz nieskonczonych ciggéw z dane-
go modelu. Tym razem nie bedziemy rozszerzaé ciggu w jedng strong, tylko w obie.
Dla pewnego (v;)i=o.m—1 definiujemy

(cfj)a’b =A{w € V(m+2k) : wywii1.. Wgym-1 = U, Wy = G, Woprm—1 =0b}  (4)
Takie v bedziemy nazywaé wzorcem, zbiér na ktérym jest okreslony (m) - jego
ksztaltem, a skrajne elementy - jego brzegiem - np. v := vy, 0 = Uy

Teraz =M. M

Dla dominujacej wartosci wtasnej mamy wektory wtasne:
CT™M =)CT (=CT (xccoh)) MD=\D (=(\DD")D) (5)

Gdzie tym razem przyjeliémy normalizacje CTC = DTD = 1.
Poniewaz jest to dominujaca wartos¢ wtasna, dla duzych £ mozemy przyjac:

2 \NRCCTEDDT = N*CCTeyel DD = N?*(C - D)Cy Dy (6)

poniewaz (2),p =1 a=0v, b="1.

Popatrzmy sie teraz na rozktad prawdopodobienstwa wzorcéw o danym ksztalcie
m w Srodku takiego nieskonczonego ciggu.

py = lim > apealCh)ab _ Cy Dy
S k=0 Yevim Lapeal@)ay  Dwevim CoD
W ten sposéb dostalismy:

(7)

1. Wzorce o takim samym ksztalcie i wartosciach brzegowych sg rownoprawdo-
podobne. Czyli innymi stowy, po ustaleniu wartosci na brzegu pewnego zbioru,
rozktad prawdopodobienstwa mozliwych warto$ciowan wewnatrz tego zbioru
jest jednorodny. Jak zobaczymy p6zniej - ten warunek uogélnia sie do wyzszych
wymiaroéw

2. Dla m = 1 dostajemy rozktad prawdopodobienstwa symboli:

o CaDa . CaDa
ZbeA C(bDb cD

Pa

3. Dla m = 2 dostajemy

CaMabDb o CaDa o Can
Ywvea CoMyyDy ~ CMD — XCD

Pab =
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Na podstawie powyzszych punktow nasuwa si¢ algorytm probabilistyczny, ktory
pozwoli wygenerowaé ”typowy” cigg w tym modelu:

Majac ustalone wartosci weztéw na lewo od danego wezta, chcemy go ustali¢
jego wartosé (symbol ktéry tutaj wstawimy). Czyli na podstawie ”historii”, chcemy
podaé rozktad prawdopodobienstwa wartosciowania kolejnego wezta.

7 1. istotny jest dla nas tylko wezet brzegowy tej ”historii” - wezet poprzed-
ni - powiedzmy a. Teraz z 2. i 3. powinnismy aktualnemu weztowi nadaé¢ wartosé
na b z prawdopodobienstwem:

w My D
= Dab _ ab b (10)

Sa
"7 A D,

Czyli nasz algorytm probabilistyczny to proces Markowa.

Praktycznie - brakuje inicjalizacji - nie mozemy wypetnia¢ od —oo. Ale pierwszy
wezel mozemy albo wypehié ustalonym symbolem (tracimy ponizej 1 bitu), albo
mozemy po prostu uzy¢ obliczonego (Sp,)eca. Doktadna dyskusja inicjalizacji - na
koncu pracy

Czyli nieformalnie - praktycznie wszystkie elementy sa wygenerowane tym pro-
cesem Markowa. Nam wystarczy ze ograniczajac sie tych elementéw - dostaniemy
maksymalng mozliwg $rednia ilo$¢ informacji na punkt H.

Zastanéwmy sie najpierw nad problemem: mamy ciag 0 i 1 tyle ze wiemy ze
prawdopodobienstwo 1 wynosi p.
Policzymy ile érednio informacji przypada na jeden symbol: p:=1—p

n _ ni' ~ (27T)_1/2 n”+1/267j _
pn (pn)!(pn)! (pn)Pnt1/2(pn)ntl/2en

— (QWnpﬁ)_l/Qp_pn(ﬁn)_ﬁ" — (Qﬂnpﬁ)—1/22—n(p1gp+151g15)

2 ;)

Hy = lim — == = —plgp —plgp =: h(p) (11)
gdzie skorzystaliémy z wzoru Stirlinga: lim,, n! 1

Vamn(2)" T
Czyli gdy z ciagow 0 i 1, ktérych ilosé zachowujgaegig jak 2™ wybierzemy takie,
ze prawdopodobiefistwo 1 wynosi p, to ich iloé¢ bedzie sie zachowywala jak 27®),
Czyli jedli sie ograniczamy do ciagéw o p = 1/2 - dostaniemy maksymalna $rednia
ilos¢ informacji. Czyli: w systemie dwojkowym dostajemy maksymalna mozliwa ilog¢
informacji (1bit/cyfre) gdy kolejne bity wystepuja z jednorodnym prawdopodobien-
stwem i nie ma zadnych korelacji.
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Rysunek 2: Entropia dla dwuelementowego alfabetu.

[los¢ tych ciagow - typowych roénie tak samo jak ilo$¢ wszystkich ciggéw, nato-
miast pozostatych (dla ustalonego p) rosnie istotnie wolniej - dla n — oo ich wktad
staje sie nieistotny

Teraz gdy mamy wickszy alfabet A oraz rozktad prawdopodobienstwa p
> acA Pa = 1, Srednia ilo$¢ informacji na bit, wynosi (przez indukcje)

Hp = - Z Pa lgpa (12)
acA

czyli tak na prawde szukamy entropii Shanona.

Czyli gdy w danym momencie chcemy zapisa¢ informacje przez wybranie
jednego z symboli wedtug zadanego rozktadu prawdopodobienstwa p, zapisujemy
H, bitéw. Czyli zeby policzy¢ srednig ilos¢ informacji na wezet musimy usredni¢ H,
po wszystkich sytuacjach.

W przypadku znalezionego wyzej procesu Markowa S = (Sap)apea:

1. va,be.A Mab P Sab >0
2. vaEA ZbeA Sab =1

3. pS=p, DaeaPa=1

Sprawdzmy jego $rednia entropie:

H = —Zpazbjsablgsab =
_ ¢ ]‘f é)l;gA + )\Cl*D >(Culg DuMusDs = CallusDolg Ds) =
_ C]‘fg;“ + M/{D S7(Culg DaADy — CADy Ig Dy) = lg A

ab
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Czyli rzeczywiscie znaleziony algorytm probabilistyczny - skopiowanie struktury
statystycznej elementow - jest optymalny.

Przypominam, ze obliczona entropia méwi, ze ilo$é ciggdéw wygenerowanych tym
algorytmem, zachowuje sie jak 2", Poniewaz nie mozemy osiagnaé¢ wiecej ciagéw
niz rzeczywiscie tam jest, wiec w przestrzeni procesow Markowa zgodnych z tym
modelem (M, =0 = S,, = 0), znaleziony proces spelmia maksimum na entropie.

Rozwazmy nastepnie pewien przyklad:

Definicja 3. k-model:
X=7Z A={0,1} wiez: po 1”7 nastepuje k "0”

Poniewaz wiezy maja zasieg k+ 1, wiec nalezy zgrupowa¢ k poprzednich elemen-
tow w 1. Mamy nowe stany 0,1, ..., k:

e 70" : wczesniej byto k 0" (teraz moze by¢ 717)

e 7" . k— i+ 1 pozycji temu byta ”1” (za ¢ pozycji moze by¢ 1)
W stanach powyzej 0, musimy postawic¢ ”0”.
Czyli caly algorytm(proces Markowa) to
7q € [0, 1]-prawdopodobienistwo, ze w stanie 0 postawimy 1”

Pr = Dq
Zrébmy 1 krok(p :=po): 8 pi=piy1 dlaie{l,.. k—1}
_ p=pi+pq
Czyli pi =p2 = ... = pr = pq
p=l-p—po—.—mp=1-kpg |p=

Czyli optymalna $rednia entropia dla algorytmu, wynosi: | H=max,c[o 1 % :

We wstepie podalismy przyktad zastosowania niniejszych rozwazan do kompresji
danych na ptaszczyznie.
Wtadnie policzylismy ogoélna jednowymiarows wersje tamtego podejscia: na tasmie
mamy statg szerokos$¢ d plamki magnetycznej, ktorg zapisujemy informacje.
Mozemy:

e przyjacé, ze obszar niezamagnesowany ma szerokos¢ bedaca wielokrotnoscia d
- czyli zapisujemy 1bit/d

e przyjac, ze obszary nienamagnesowane maja szerokos¢ bedaca wielokrotnoscia

fj—l dla pewnego ustalonego £ € N

Czyli w drugim przypadku przy statej szerokosci plamki, musimy k& + 1 razy
doktadniej pozycjonowaé gtowice.
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Zauwazmy, ze k - model, gdzie X = Zﬁ, plamka to 10F (1 i k zer) spehia
zatozenia.

Czyli dostajemy (k + 1) maxgep 1] %‘Qg bit/d - stad tabelka we wstepie.

Nie mozna tatwo opisa¢ tg funkcji-wyniki numeryczne przedstawiam na rysunku 3.

pojemnosc¢ (w bit/stary wezet)

II/ 400 o o 400 Iﬂk

Rysunek 3: Pojemnosé informacyjna dla k - modeli/stary wezel.

3 Kodowanie

Pokazemy teraz jak wykorzysta¢ np. znaleziony proces Markowa (ogélnie - algorytm
probabilistyczny). Do zakodowania konkretnej informacji.

Uzasadnilismy ze wystarczy to zrobi¢ lokalnie - mamy na wej$ciu pewng informacje
i konkretna sytuacje - rozktad prawdopodobienstwa mozliwych teraz do wyboru
symboli.

Przyjmijmy ze sa 2 mozliwe symbole: 0 i 1, przy czym 1 ma by¢ wybrana z praw-
dopodobienstwem q. Gdy ¢ = 1/2 powinnismy dostaé zwykty system dwojkowy.

W ogdélnym przypadku, mozemy np. podzieli¢ symbole na 2 podzbiory - pierwsza
sytuacja to wybor podzbioru i tak dalej.

Mamy najpierw pewng informacje x € N oraz ¢ jak wyzej. Chcemy teraz miec:

kodowanie
x — (o', d) (13)

«—

odkodowanie
Czyli chcemy (w kodowaniu) z = (duzej, losowej liczby) wyciagna¢ informacje H(q)

w postaci d € {0,1} i pozostata informacje umiesci¢ w '

Popatrzmy sie na #{k € N : k < 2} = k - podzielmy ten zbiér na 2 podzbiory:
takie ktore dostang d =11d = 0.
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Przy czym tych pierwszych powinno by¢ okoto gzx.

Przyjmijmy na przyktad |z, := [zq] |- ilo$¢ elementéw w podzbiorze z d = 1

a wiec analogicznie |xg := = — [2q]

A wiec x jest w pierwszym podzbiorze wtw gdy po nim jest skok [xq], czyli

d:=[(z+1)q]| — [zq] (14)

Wybralidmy d - w ten sposob przeszliémy do jednego z tych dwoch podzbioréw
Czyli przyjmujemy (”stare” kodowanie)

na przyktad dla ¢ = 0.3

lz [Jo]1[2][3[4]5]6]7[8]9]10[11]12][13[14]15]16]17 18]
T 01 213 41516 718 9 10 11]12
z || 0 1 2 3 4 5

Odkodowywanie: idziemy od konca - mamy d i 2/, szukamy x.
Oznaczmy r := [zq| —xq € [0, 1)

d:=[(x+1)q| = [zq] = [(x + 1)qg — [zq]] = [(zx + 1)g —r — 2q] = [q — 7]
Czylid=1<r<q

Gdy |[d =1]- 2’ = [zq] = 2q+7r

Czyli poniewaz 0 <r <q x= xq’" = {%J - bo musi € N

Gdy-q r<lczylig=1l—r>0

¥=x—Jzql=rx—xq—r=24—71

X

Ostatecznie: ”stare” odkodowanie

!
' +1 -1 x:x

/

q q

rT =

Dla duzych x ilo$¢ informacji jaka zawiera, to w przyblizeniu lg(x).
Czyli po kodowaniu np. prawdopodobienistwem ¢ pozbawiamy go lg(q) bitéw

(Ig(z/q) = 1g(x) —1g(q)).

Czyli érednio tracimy —qlg(q) — qlg(q) - dokladnie tyle ile umiesciliSmy w d.

7 definicji - prawdopodobienstwo sie zgadza. Natomiast gdy = - rosnie, kolejne
cyfry rosng niezaleznie - sg nieskorelowane.



3 KODOWANIE 13

Pokazemy teraz jak kodowaé¢ nieskonczone ciagi bitow.
Mamy na razie algorytm, ktéry potrafi pobraé¢ z duzej liczby x pewna informacje.
Nie mozemy jednak wykonywaé operacji matematycznych na nieskonczenie dhugich
liczbach.
Wybierzmy wiec pewien przedzial na ktérym bedziemy pracowac:
Przyjmijmy np. ze x € [ := [2", 2" — 1]

W tym przypadku kodowanie wyglada nastepujaco:

1. (t,d) = "stare kodowanie” (z)- czylit < x. Wykorzystujemy d (np. do wyboru
kolejnego symbolu w procesie Markowa)

2. k=mn—|lgt| - ile bitéw trzeba pobraé¢ z wejscia
3. =128+ 28 1py + 2572 + ... + by(bity z wejscia, chronologicznie)
Natomiast odkodowanie:

1. Dopdki (t = "stare odkodowanie” (z,d)) > 2"
zrzué na wyjscie najmtodszy bit z, z = |x/2]

2. x =t

Pozostaje tylko zainicjowac:
Kodowanie zaczynamy od pobraniu z wejscia pierwszych n bitow, a konczymy
pomijajac pobieranie z wejscia - znajdujemy kolejne d, nie przejmujac sie ze zmniej-
szamy z, az dojdziemy do x = 0. Dla malych = "stare kodowanie” gorzej zachowuje
wlasnodci statystyczne, ale dalej daje bijekcje miedzy ciggami bitow a symboli.

Natomiast przy odkodowaniu robimy doktadnie na odwroét - najpierw uzywa-
my ”starego odkodowania” od x = 0 do x € I. Na koncu (jak skoriczg sie symbole)
- zrzucamy co zostato (n bitoéw) na wyjscie.

Pokazany algorytm ma praktycznie (zamortyzowany) staly koszt kroku - jest ta-
ni zar6wno czasowo jak i pamieciowo. Obliczona $rednia ilo$¢ informacji na symbol
jest wartoscig oczekiwang dla losowych danych. Jednak skonstruowanie ” ztosliwego”
przypadku wymagatoby dokladnej znajomosci algorytmu probabilistycznego (teore-
tycznie: liczby rzeczywiste) i jego przebiegu - jest to raczej rzadki przypadek.
Natomiast wadg tego algorytmu jest to, ze gdy w jednym miejscu sie pojawi btad
- dalej dostaniemy praktycznie losowa informacje (praktycznie nieskorelowany ciag
bitéw z ¢ = 1/2) - wiec pojedynczy blad wydaje sie ze mozna wykry¢ - dane od pew-
nego punktu przestana "mie¢ sens”. Jednak zeby stwierdzi¢ czy dane "majg sens”
musza mie¢ dodatkowa redundancje. Czyli wydaje sie ze ta wada jest tylko ztudna
- mozemy zuzy¢ czes¢ informacji na zabezpieczenia przed btedami.
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4 Pojemnos¢ informacyjna ogdélnych modeli

W niniejszym rozdziale podam ogélne rozwazania nad ogélnymi modelami. Udo-
wadniam tez istnienie entropii dla sporej klasy modeli.

Definicja 4. Modelem bedziemy nazywaé trojke (X, A, M)
przestrzen X C 7

alfabet A -skonczony zbiér symboli

wiezy N (przez stany zabronione):

N C {((p1,p2, -, Pk), (51, 82,...8¢)) : k€N V; p, € X s, € A}

wtedy elementy to V(X), gdzie dla A C X

V(A) :={v:A— ANVpaen Vi vp, = i} V= U V(A)

AeX: #A<x

Dygresja: Jest to bardzo ogdélna definicja. Oczywiscie zamiast definiowaé przez
stany zabronione, mozna przez stany dozwolone - zeby zamienié¢, wystarczy np.
wziag¢ odpowiedni duzy zbioér i wskaza¢ wszystkie dozwolone warto$ciowania. W tym
podejsciu tatwo zobaczy¢ na przyktad, ze mozemy dosta¢ problemy kafelkowania
- kazdy kafelek oznacze innym symbolem i w stanach dozwolonym zapisze jego
ksztatt tym symbolem. W kafelkowaniu moga si¢ zdarza¢ rézne rzeczy, np. moze
wymuszaé nieperiodycznoéé. Zeby troszke lepiej kontrolowaé ten model, pozniej
ogranicze¢ troche ta klase.

Jako model przyktadowy przyjme

Definicja 5. Hard-square model (HS):

(X = sz-A = {071}>N = {(<(Z7])7 (k7l))v (1’ 1)) 1,5,k 1€ Z, |Z - k| + |J - l| :(1};
15

Czyli w kazdym punkcie Z? wstawiamy 0 lub 1 tak, zeby nie bylo dwéch
sgsiednich jedynek. Spotkatem sie tez z inng nazwa tego modelu w dynamice
symbolicznej (tzw. shifty wielowymiarowe): ”grid graph” [1].

Jest to jeden z najprostszych istototnie trudniejszych probleméw od jednowy-
miarowych. Jednak okazuje sie, ze metody analizy tego problemu musza by¢ na tyle
ogblne, ze mozna je tatwo przenies¢ do innych.

O tym modelu mozna mysle¢ jako o granicy w 7' — 0 modelu podobnego do
modelu Isinga: H = £, s;sj, tyle ze tam alfabet to byto {—1,1}. Ta

,j)—sasiedzi
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niby drobna réznica powoduje, ze w modelu Isinga minimum energii osiggane
jest doktadnie dla dwoch réznych sieci - zaleznie od znaku - wszystkie spiny w
jedna strone lub na przemian - czyli Srednia entropia resztkowa (w 7" — 0) wynosi 0.

Metody pozwalajace na doktadne rozwigzanie 2 - wymiarowego modelu Isinga
nie daja sie bezposrednio tu przeniesé. W [5] mozna znalez¢é metode dla probleméw
z niezerowa entropia resztkowa. Udaje si¢ nig "rozwigza¢” np. model hard -
hexagon (zabronione sg tym razem 2 jedynki u 6 sasiadéw - dochodzi lewy-gorny i
prawy-dolny), jednak np. dla hard - square powstaja pewne osobliwosci, ktérych
nie udaje sie pozby¢. Napisatem “rozwiaza¢” bo moéwie tu tylko o znalezieniu
analitycznej formuty na $rednig entropie. Dla nas to i tak byloby za mato -
bedziemy potrzebowaé korelacji, ktérych tamta metoda nie oferowata. Jednak
uzywajac wymienionej metody udalo si¢ w [6] otrzymaé rozwinigcie entropii dla
HS z dokltadnoscia do 43 miejsc po przecinku - bede tego wyniku uzywal do oceny
znalezionych algorytmow.

Okreslmy:

Definicja 6.
Sqsiedztwem punktu x € X nazywamy

Np:={y € X : @1, ah)(aran)en Jij ' =, 2/ =y}

Zasiegiem wiezow, nazywamy L := max{|y; — ;| 1z € X, y € N,, i € N}
Whnetrzem A C X nazywamy

A" ={re€A: N, C A}

Brzegiem A C X nazywamy A° := A\A~
Pogrubieniem A C X nazywamy
At = U N,
€A
Zbiér A C X nazywamy spojnym, gdy

0 __ n o__ ) i+1)
Voyeadnw) ¢ =, 2" =y, Vi) |2f—ai"[ =1
J

Oczywiscie A—F C AC AT~

Dla translatywnie niezmienniczych modeli sgsiedztwo wystarczy znaé dla
jednego punktu, np. dla HS: N, =2+ {(1,0),(0,1), (—1,0),(0,—1)}.

Sasiedztwo jest zawsze zbiorem symetrycznym(z € N, & y € N,), v € N,, czyli

p(l’,y) = mnin EI(mO:x,xl,...,x":y) Vz‘l‘i+1 S le
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jest naturalng metryka dla modelu.

Model HS wykazuje wysoka symetrie:

Definicja 7. Symetrig modelu bedziemy nazywac bijekcje S : X — X taka, ze

(2!, ..., 2"), (a1, ...,ax)) € N < ((S(z1), ..., S(z%)), (a1,...,ax)) € N (16)

Czyli w HS mamy symetrie generowane przez obrét o 7/2, symetrie osiowa i
translacje.

W dalszym ciggu przyjmiemy, ze model ma skonczony zasieg wiezow,
X =7Z™, m € N(periodyczno$é¢ przestrzeni), model jest niezmienniczy ze
wzgledu na translacje (t,(y) :=y + x) i ze jest prosty(#):

Definicja 8. Model nazywamy prostym(# ), gdy #V(X) > 11
istnieje N >n > 0 :

Yspsine Acx Voev((avye) Vuev(an) ElweV((AN)’\A") uUwUov e V(AY)

gdzie A? := A, A"l .= (AHT.
Czyli: dla odpowiednio "tadnych” zbioréw: postaci A", istnieje pogrubienie (N —n
razy), takie ze niezaleznie jak ustalimy wartosci (symbole) na brzeg tego pogrubie-
nia, mozemy dalej dowolnie wartosciowa¢ A™.

Dla modeli z symbolem neutralnym - takim, ktory nie wystepuje w zadnym
wiezie (zawsze mozna go wstawié, np. 0 w HS), n =0, N =2 : AT\ A wypeliamy
tym symbolem.

Lemat 9.
EIn’)maX(L,l)vvev(ﬁj;,\ﬁn,)N(67—11—’7 U) >1

gdzie blok o boku k, to By = {0,1,....k — 1},

N} =N(Au) :=#{w € V(A) : w|pwy =u}, N(A)=N(A{}).

u

Czyli blokéw od pewnego rozmiaru (wiekszego od zasiegu wiezow), nie mozna
"zakleszczy¢”, czyli tak ustali¢ wartosci jego sasiadéw, zeby sie go nie dato ”zawar-
tosciowad”.

Dowéd:
Wezmy k: #V(8%) > 1 (#V(X) > 1).
Teraz ﬁ,]ﬁv ~! zawiera sic w pewnym bloku o boku n’ > L.
To n' jest dobre z (#).
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Twierdzenie 10. Dla modeli spetniajgce powyzisze warunki, istnieje 1 jest dodatnia
srednia entropia:
istnieje cigg zbiorow (A;): A C X, #A < oo, U; A4 = X, Ze istnieje granica:

H =0 < lim 9V A)

— 5 S|
il Sy g#A

Dowad:
Wezmy n' jak w lemacie. Bedziemy operowaé na klockach: B = [3,, umieszczanych
w weztach sieci n/Z™. WartoS$ciowanie klocka jest ograniczane tylko przez warto-
Sciowanie klockow przylegajacych: B +n'({—1,0,1}™\{0}).

Jako cigg zbioréw przyjmujemy A; := B +n'{0,...,2'}™, H; := lg(;i#
Zauwazmy, ze H; < #A - taka dostalibyémy $rednig entropie bez wigzow.

Zeby udowodnié¢, ze H; ma granice, wskaze cigg rosnacy H), taki ze V;H, < H;
i pokaze, ze w granicy i — oo, H! — H;. Poniewaz ciag rosnacy i ograniczony ma

granice, wiec i H; bedzie miat granice, co chcielismy udowodnié.

Przeprowadze¢ teraz pewna konstrukcje w celu zapewnienia monotonicznosci:

H N

Rysunek 4: Podziat dla Ay, Ay, As, As, As. Czarne - esencja. Pozostale (wypet-
niacz) wartosciujemy tak, ze bloki o tych samych kolorach warto$ciujemy tak samo.

oW

Zdefiniujmy ”"wypelniacz”:
Ci:=B+n'{ze€{0,..,2}": Jw; € {0,2°}}

czyli zewnetrzne klocki A;.
H! = lg( na ile sposobéw mozemy ”zawartosciowaé esencje”: A;\C; po wczesniej-
szym wypelnieniu wypehiacza pewnym konkretnym wzorcem)/# A;

Oczywiscie zmniejszyliSmy licznik przez ograniczenia, mamy wiec jak potrzebu-
jemy: H! < H,.
Zeby pokaza¢ Hj,, > H] wprowadze krok posredni dla wypeltniacza

z{—l-l =B+ n’{x € {O, ,2Z}m : Hzml c {O’ Qi’zi-i-l}}
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Teraz esencje: A;41\C},, stanowia 2™ esencje z poprzedniego kroku.

Zalézmy teraz, ze tak wypehilismy wypeiacz Cj,,, ze kazdy blok esencji ma tak
samo "zawartosciowane” przylegajace klocki (dostajemy H!), czyli kazda warto-
Sciujemy niezaleznie na tyle samo sposobdéw: licznik we wzorze na entropie wzrosnie

i m .
2™ razy w poréwnaniu do H/. Natomiast mianownik wzrosnie (2;3:{1) < 2™ czyli
H! < H! , (stad dostajemy tez H > 0).

Nieréwnosé¢ H',; < H],, jest oczywista - zmniejszamy ograniczenia dla licznika.

Pozostaje pokazaé, ze mozna tak nadaé¢ wartosci weztom wypelniacza, ze kazdy
z blokéw esencji z A;11\C},, ma tak samo "zawartoSciowane” przylegajace klocki

Wezmy siatke Y = 2n/Z™ oraz ponumerujmy dowolnie {0, 1} = {x'},_1 _om.
Teraz kazdy z blokéw z Y + B + a! mozemy ”zawartosciowaé” niezaleznie od pozo-
statych (n’ < zasieg wiezow), powiedzmy na w; € V(B).

Teraz, korzystajac z lematu 9, po ustaleniu warto$ci na tamtych klockach, analo-
gicznie znajdujemy wy € V(B) dla Y + B + 2. I tak dalej, dostajac uniwersalny

periodyczny wypetniacz, np.:
)

gdzie D(W;) =Y + B+417, dladowolnegoy €Y, z € B: W;(z+y+a7) := w;(z)
ktory pasuje do zatozen (2 dzieli 2%).

om
ki=V (Ai, U w;
j=1

Pozostaje pokazaé, ze lim; .., H; — H, =0
N—-1 n

Popatrzmy sie na zbiér D; := (A;\C;)™ — =7 T T T
(A= C A), czyli z (#): niezaleznie od wartosci na C;, mozemy dowolnie wartoscio-
waé D;.

Poniewaz 3, D Or_ar + (1,1, ...,1), wiec Boi_ony + (NL,...,NL) C D;,
wiec dla duzych i:
#D; ~ (20" F#(AND) ~ (25)"

#(AN\D;) _
#D; = 0.

Czyli lim;_,

Mamy N(D;) < k; < N(4;)
Ale %((glg < (#A)#ANP) - réwnosé bytaby bez wiezéw.
Cazyli 1gN(Aii;;igN(Di) < #(Ai\f#ijg(#«‘\)

— 0.
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Czyli z trzech ciagow: lim; ., H; — H =0 cnd.

Czyli dla ”sensownych” modeli mozemy moéwié o $redniej ilosci
informacji na wezet sieci - entropit modelu.

W dalszej czesci pracy do zatozen o modelu, dotoze nieredukowalnosé:

Definicja 11. Translatywnie niezmienniczy model nazywamy nieredukowalnym,
gdy:

Gdzie AO = {0}, Az’—i—l = (Az>+

Zalézmy, ze uktad nie jest nieredukowalny (jest redukowalny):
Poniewaz Y = —-Y, Y =Y +Y wiecy € Y = yZ CY - Y jest siecig periodyczna:

Y= 3 Zy  (VyZy NnZy ={0})

i=1,....m'

Teraz wystarczy dokonaé transformacji y* — (d;)j=1, v 1 dostajemy uktad
nieredukowalny.

T ~y& x—y €Y jest relacja réwnowaznosci, czyli X = ;2 + Y (suma
roztaczna dla pewnego ciagu (z;)) mozemy traktowaé jako identyczne, niezalezne
sieci. Na przyktad srednia entropia bedzie taka sama jak dla uktadu zredukowanego.

5 Podejscie statystyczne

Bedziemy teraz chcieli, podobnie jak w przypadku jednowymiarowym znalezé opis
statystyczny, ktory otrzymamy usredniajac po wszystkich mozliwych eleamen-
tach(wartosciowaniach przestrzeni). Takie elementy powinny istotnie (wyktadniczo
od wielko$ci uktadu) dominowaé pozostale, czyli w wyniku tego usrednienia powin-
nismy dosta¢ rzeczywiscie opis elementéw, ktore zdominujg pozostate - elementy
typowe - biorac losowy element, z prawdopodobienstwem 1 jest on typowy.

Korzystajac z niezmienniczosci ze wzgledu na symetrie translacyjna, narzuca sie:
Definicja 12. Opis statystyczny: funkcja

p:{(Af):ACX, #A< 0, f: A— A} —[0,1]
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taka, Ze

vACX7 #A<oovx€X\Avf:A—>.A Z Pru{(z,0)} = Pf (17)
acA

py =1
gdzie py = p(D(f), f), D(f) - dziedzina f.

Czyli chcemy mie¢ odwzorowanie, ktére dowolnemu ksztattowi A przyporzadko-
wuje rozktad prawdopodobienstwa wartosciowan f na tym ksztalcie.
Ze wzgledu na symetri¢ translacyjng, nie musimy podawaé¢ bezwzglednej pozycji
ksztalttu - przyjme zapis np. p(01) - prawdopodobienstwo, ze po wybraniu dowolnego
wezla i jego sasiada po prawej dostaniemy na nich odpowiednio 0 i 1.
Warunki zapewniaja unormowanie prawdopodobienstwa do 1
(np. p(10) + p(00) = p(0)).

Teraz bedziemy chcieli wyéredniowa¢ po wszystkich elementach w celu otrzyma-
nia opisu typowego. Problem w tym ze elementéw jest nieskonczenie (nawet nieprze-
liczalnie) wiele. Musimy wiec wybraé jako$ ”sensownie” przeliczalny ciag po ktérym
bedziemy $redniowac¢. Poniewaz tatwo si¢ $redniuje gdy przestrzen jest skonczona,
mozemy przybliza¢ przestrzen ciggiem skonczonych podzbioréw:

Definicja 13.
Ciggiem normalnym nazywamy ciag zbioréw skonczonych (A;);en taki, ze:

A()CA1CA2C...
€N

(A,v) - aproksymacjq opisu typowego (dla Dy C A C X, v € V(A°)), nazywamy:
Av N(A7 vU f)

YT N @AY
Okredlmy jeszcze: p‘}‘ = p?m.

Teraz dla pewnego B D A, v € V(B°), Dy C A°, f e V(A):
pB,v _ N(B,UUf) ZuEV(A")N(B\A_aUUU)N<A7UUf)

I~ T"NByw N(B,v) B
N(B\A™,uUv)N(A,u)
Au ) ) Au_B.w
ueV(A°) N(B,v) ueV(A°)

Podzielilismy sume po wszystkich warto$ciowaniach na sume wewnatrz i na
zewnatrz zbioru rozdzielajgcego A°. Przypomina to wspomniang w przypadku



5 PODEJSCIE STATYSTYCZNE 21

jednowymiarowym, niezaleznos¢ miedzy zbiorami rozdzielonymi. Rozwine niedtugo
ten watek.

Bedziemy szukac p} - opisu typowego przez kolejne aproksymacje - p?’” dla kolej-
nych zbioréw z ciaggu normalnego. Pokazalismy wtasnie, ze przechodzac do kolejnego,
wiekszego zbioru, dostaniemy pewna srednig wazong z poprzednich aprok-
symacji dla tego f.

Czyli uzasadnilidémy, ze w wiekszym zbiorze dostajemy na pewno nie gorsza aprok-
symacje:
ACB=p}>p

gdzie

pfi= min ppt o ppi= max ppt o dfi=pf -y
Uzasadnilismy, ze djc‘ maleje w ciggu normalnym. Jedli udowodniliby$my, ze dla
pewnego ciagu normalnego (A;), d‘;‘i maleje do 0, to biorac dowolny inny ciag
normalny (B;), poniewaz V;3; A; C B;, wiec lim; p?i = lim;_, p? i
Czyli ta granica jest jedynym sensownym opisem typowym.

Jednak nie jestem w stanie tego formalnie udowodnié¢, dlatego przyjme, wyda-
waloby sie - intuicyjne:

Zalozenie 14 (*). d?i — 0 dla pewnego ciggu normalnego (A;) i dowolnego warto-
Sciowania f.

Pozostata cze$¢ pracy bedzie sie opiera¢ na tym zalozeniu(*). Mozemy teraz
zdefiniowaé:

Definicja 15. Opis typowy, to p§ = lim; p?i
gdzie (A;) - dowolny ciag normalny.

Pokazemy, ze opis typowy zachowuje symetrie.
S - pewna symetria modelu
S V(X)) = V(S(X)) =V(X):58w)(z) =voS™! jest bijekcja na V(X)
Teraz dla ciagu normalnego (A;) i pewnego wzorca f, wezmy (z dowolnosci) ciag
normalny (B;) : B; = S(A;) i wzorzec S'(f):

#Hw € V(A) cwlpy) = f}

T T g e VA
i P EVB) : SW)lpsyp=swun = SN} _ o
s #{5'(w) € V(B,)} )

Spostrzezenie 16. Dia dowolnej symetric modelu S i wzorca f, zachodzi pG = PS(p)
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PrzejdZzmy teraz do lokalnego warunku na typowosé (LTC-local typicality condi-
tion).
W przypadku, gdy mamy skonczonej przestrzeni, mamy skoriczona (V) ilo$¢ ele-
mentéw, najwiecej informacji (1g(N)) dostaniemy, gdy rozktad prawdopodobienstwa
tych elementow jest jednorodny - nie wyrdézniamy zadnych.
Mamy analog tego warunku dla nieskonczonej przestrzeni: gdy ustalimy wartosci
elementow na brzegu pewnego skonczonego zbioru, to elementy w jego wnetrzu war-
tosciujemy niezaleznie od tych na zewnatrz. Wartosciowan wewnatrz jest skonczenie
wiele - LTC moéwi, ze wszystkie sg rownoprawdopodobne.

Spostrzezenie 17. Typowosé opisu statystycznego p jest réwnowazna z LTC:
dla dowolnego B C X, #B < oo, AC B~, f e V(B):

__p(flz\a)

Dowod:

1. Wezmy p = p°, (A4;) - ciag normalny, A, B, f jak wyzej
N(Ai, flpa) = #{u € V(A) : uUf|p\a € V(B)}N(A;, f) = N(B, flp\a)N(4;, f)

o _ 1 N(Ai,f) T N(Aiaf’B\A) . p(f|B\A)
Pr= 0Ny T NGB e N (A~ N(B, fles)

2. zatézmy teraz LTC dlap: BC X : #B <oo, D(f) C A= B~

= X pfu= ¥ NEBeUNGEL = S pnf 19

veV(B°) veV (B°) veV (B°)

gdzie pierwsza réwnosé byta z unormowania (17), druga z LTC (mozemy wy-
pelié¢ A\D(f) na N(B,v U f) sposobéw)

Czyli z LTC wynika, ze opis jest érednig wazong aproksymacji opisu typowe-
go, czyli z zatozenia(*), dla B - kolejne elementy ciagu normalnego dostajemy
teze.

Uwagi
1. dla wzorca f, A C X : D(f) C A~ zachodzi:

o o Aw
pr= > Py
vEV (A°)

patrz (19)
Teraz gdy bierzemy na przyktad ciag Ay := 0, A;41 := A}, wiemy z zalozenia,
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ze p?“” — p%, czyli p}, z zalozenia(*), coraz mniej zalezy od elementéow z
brzegu duzych zbioréow:

Czyli zalozenie(*) jest rownowazne zalozeniu o znikaniu korelacji da-
lekozasiegowych.

2. LTC jest rownowazne pLT'C' - point local typicality condition:

VB:NgcBCX\{0}, #B<ocoVveV (B)Vabed Pou{(0,0)} = Pou{(0,)}

gdzie N§ = No\{0}

Daje to prostszy zestaw warunkéw na LTC, czyli typowosé opisu statystycz-
nego - ze wystarczy sprawdzi¢ dla #A4 = 1. Wykorzystamy to podzniej do
generowania przyblizen elementéw typowych.

Mowi na przyktad dla HS, ze dla dowolnego wartosciowania pewnego skonczo-
nego zbioru, musi dalej zachodzi¢

z 0 x r 0 =z
pl 0O 00 [=p] O 1 0
r 0 x r 0 x

Gdzie "x” oznaczaja to warto$ciowanie gdzies poza Nj.
czyli

VACK\Ny: #4<o00VoeV(4) Pfzuv = Pfiv
gdzie f*:= 0o\ » fo = fU{(0,a)}

Inne warto$ciowania N§ wymuszaja warto$¢ 0 w srodku.

Dowdd: przez indukcje ze wzgledu na #A: dla 1 - mamy
zalézmy, ze mamy dla #A =k — 1

Wezmy pewne A, B,v: #A =k, B> A", ve V(B\A)
Chcemy pokazaé, ze dla dowolnych f, g € V(A)

Puuf = Poug

Gdy istnieje z € A takie, ze f(x) = g(x), to przerzucamy x do B i korzystamy
z zalozenia indukcyjnego.

Jesli nie to robimy krok posredni do f' = f\{(z, f(x)} U {(z,g9(x)} dla
pewnego x € A.
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3. wezmy ciag: Ag =0, A = Af
wtedy:

lg(N(A;
VA
=00 — 37 cvia,) P 1e DY

dowdd: ustalmy i € Z

Po ustaleniu wartoéciowania na A? , (dowolnie), mamy jednorodny roz-
ktad na A;, a z (#) (n i N), A;_ni+, mozemy dowolnie wartosciowac,
czyli na pewno na A; mamy wiecej warto$ciowan niz N(A;_nin), czyli
— Yvevan Polep) > lg N(Ai_nyn), teraz powtarzamy rozumowanie z korica

#AifNﬁ»n
#A;

dowodu twierdzenia 10 (lim;_, = 1) dostajemy teze.

Uzasadnilismy, ze opis typowy ma taka samg Srednig entropie na punkt,
co model.

W opisie statystycznym mamy pewna nadmiarowos¢ informacji, przez warunki
normalizacji.
Mozemy sie pozby¢ tej nadmiarowosci na przyktad na dwa sposoby:

1. mozemy si¢ ograniczy¢ do takich wartosciowan, w ktérych nie ma konkretnego
symbolu (a). Np. dla HS s : A — py,
Dowdd: Chcemy sie dowiedzie¢ o prawdopodobienstwo f o k+1 wystapieniach
a, na przyktad f(z) = a, teraz:

Pf =Pr{(=a)} — Z Pi{(za)}u{(z,b)} -
beA\{a}
2. Opis ciggowy:
Ponumerujmy sobie dowolnie punkty przestrzeni: {z'}i—o1.00 = X
i wybierzmy pewne a € A
_ PRV

VUZ(’Uo,’Ul,...,Uk,l)EAk viA\{a} qb(v) : pfv

gdzie D(fv) = {Q?i}izo,m’k,h fv(l’l) =V;

Idziemy po kolei wedtug ustalonego ciaggu po przestrzeni. W kolejnym kroku,
na podstawie wartosciowania poprzednich weztow, ¢ daje nam rozktad
prawdopodobienstwa wartosciowania kolejnego.

Dowéd: Chcemy np. odtworzy¢ py,
I {vo, ..., v} D D(f), A={vo,..., v}

Vuev(a) Pu = H)qum)((U(wo), o (i) (qa(w) =1- > Qb(w))

beA\{a}
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bf = Z Pf,uu -
ue€V (A\D(f))uUf,eV(A)

Po6zniej uogdlnimy ten opis do algorytméw probabilistycznych, pomijajac
zalozenie ze wczedniejszych elementéw byta skonczona ilosc.

Czyli mozemy generowa¢ elementy zgodne z danym opisem: bierzemy kolejne we-
zty wedtug kolejnosci i wedhug rozktadu ¢ na podstawie warto$ciowania poprzednich
punktéw generujemy wartosciowanie danego wezlta.

Mozemy zdefiniowaé elementy statystyczne dla opisu p jako elementy wygenero-
wane w ten sposob.

Mamy tutaj mamy pewien proces graniczny - na przykltad dla ¢ = % rozktad
sredniej gestosci bedzie sie zachowywal jak coraz wezszy gauss, a w granicy
dostajemy delte Diraca - z prawdopodobienstwem 1 wylosujemy element zgodny z
tym opisem.

Elementy niestatystyczne, to np. takie w ktorych przestrzen mozna podzieli¢ na
"domeny” - nieskonczone podzbiory o réznym lokalnym opisie statystycznym.

6 Alogrytmy probabilistyczne

Powiedzmy ze znamy juz opis statystyczny (najlepiej typowy). Chcemy teraz
skonstruowaé dla niego element statystyczny. W wyniku tej konstrukeji wybieramy
konkretny taki element. Wiec jesli to byltby opis typowy (elementéw tego typu jest
najwiecej), w tym wyborze moglibysmy zakodowaé¢ najwigcej informacji.

Narzuca si¢ wykorzystanie opisu ciagowego z poprzedniego rozdziatu.

Jednak zeby w ten sposéb zapeki¢ przestrzen, trzeba np. rozbudowywaé wokot
jakiegos punktu, etc. W poprzednim rozdziale uzasadniliSmy, ze korelacje maleja
z odlegtoscig do 0, czyli jesli chcemy dosta¢ element z bliskiego opisu, to funkcje
dajaca rozktady prawdopodobiefistwa (q), wystarczy uzalezni¢ od wartosci najbliz-
szych weztéw. W takim podejéciu juz nie musimy sie juz przejmowaé¢ wypetnianiem
przestrzeni wedtug jakiego$ skomplikowanego schematu.

Definicja 18. Algorytmem probabilistycznym dla danego modelu,
nazywamy pare (<, q):

e 7 <” C X? - porzadek liniowy na X
e ¢, : {(x,v):veV(x)} —[0,1] (vU{(z,a)} ¢ V = qu(x,v) =0)
ta’kiev ze ZaE.A Qa((‘r7v)) =1
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gdziez. :={ye X :y <z}
W praktyce ¢ bedzie zalezato tylko od bliskich weztow.

Generujac algorytmem element, dostajemy pewien ciag rozkladow prawdopo-
dobienstwa - podobnie jak w przypadku jednowymiarowego problemu, srednia ilosé¢
informacji na wezel, to bedzie pewna $rednia wazona z informacji uzyskiwanej z
jednego wyboru. Nie zapisze tego formalnie - bedzie to wida¢ na przyktadach.

Optymalno$é algorytmu oceniamy po tym jak blisko jest maksymalnej wartosci,
czyli entropii problemu. Algorytm, ktéry osiagal by to maksimum (kopiowal opis
typowy), nazywamy algorytmem optymalnym. W przypadku jednowymiarowym
udato nam sie¢ takie skonstruowaé¢. W ogélnym przypadku nie udato mi sie to.
Podejdziemy jednak praktycznie dowolnie blisko.

Przeanalizuje dwa proste algorytmy dla Hard Square.
Alogrytm I: Wypelnianie po zbiorach niezaleznych

Podzielmy przestrzen na roztaczne zbiory Y;, wewnatrz ktérych nie dziataja
wiezy i ktore w sumie daja cala przestrzen.
Np. ogdlnie Y = LZ™, I ={1,...,L"™}, {a'}ic; = {0, ..., L — 1} (L -zasieg wiez6w)
Teraz kolejne zbiory to Y; =Y + 2

Dla modelu Hard Square mamy na przyktad Y; = {(¢,7) : mod(i + 7,2) = i},
czyli wezly o sumie wspotrzednych parzystej/nieparzyste;.

Teraz algorytm: wypelniamy najpierw Yy z takim samym prawdopodobienstwem
(powiedzmy z prawdopodobienstwem ¢ wstawiamy 1). Potem dla pozostatych we-
ztow robimy podobnie, z prawdopodobienstwem ¢. Tym razem ten wybér juz nic
nie psuje dalej, wiec poniewaz szukamy najwickszej mozliwej entropii, mozemy
przyja¢ ¢' = 1/2.

Czyli caly nasz algorytm jest opisywany jedna liczba: ¢

Policzmy entropie: H, = $h(q) + 5(1 — ¢)*
Poniewaz w potowie weztéw dostajemy entropie z ¢ a w pozostatlych dostajemy
1bit/wezet, ale tylko w weztach, ktérych wartosci 4 sasiadéw zostato wczesniej
ustalonych na 0.

Czyli najlepszy algorytm, jaki mozemy uzyska¢, to max, H, = H — 0.0217
czyli tym algorytmem tracimy AH =0.0217 bit/wezel, czyli jakie$ 4%.
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Dlaczego nie dostaliSmy optimum?
Mozemy tak dobra¢ ¢, zeby spetnione byto

0 0 10 10
(p«:=)p| 0 0 O |=p|[ 0 1 0 |, alewtedynp.p[ 0 0 0 | >p|[ 0O 1 O

0 0 0 0
Uzasadnienie:

Jedli srodkowy element jest z Y7 - w obydwu przypadkach jest réwnosé (¢ = 1/2)
Silna nieréwnos¢ dostajemy, gdy srodkowy element jest z Y.

Prawdopodobiefistwo, ze ustalimy mu wartos¢ 1 (prawa strona) wynosi ¢. Podczas
gdy zeby dosta¢ lewa strone, po ustaleniu wartosci srodka na 0, musimy ustali¢
wartosé jego sasiadéw na 0 (to juz nie jest wymuszone) - na co jest wieksze
prawdopodobienstwo, gdy wymusiliSmy wcze$niej jedynke w rogu.

Nasuwa sie spostrzezenie, ze jesli chcielibyémy optymalny algorytm, poniewaz
mamy przeliczalna ilos¢ warunkéw (np. pLTC), nie wystarczy skoficzona ilosé
parametrow.

Do numerycznego zbadania kolejnego algorytmu, bedziemy potrzebowaé algoryt-
mu znajdujacego przyblizen zbioréw typowych na skonczonych podprzestrzeniach
A C X. Przypominam, ze na skonczonym zbiorze wszystkie wartosciowania
powinny by¢ po prostu rownoprawdopodobne, czyli innymi stowy: potrzebujemy
dobrego generatora takich wartosciowan.

Generator ukladéw typowych

W algorytmie probabilistycznym kazdy wezet odwiedzamy doktadnie raz.
Okazuje sie, ze gdy pominiemy zatozenie odwiedzen, tatwo mozna wskaza¢ metode
dostania typowego elementu. Jednak wykorzystanie tej metody do kodowania
wydaje sie wysoce niepraktyczne - trzeba by przestrzen przechodzi¢ wiele razy.

Dla HS ta metoda bedzie polegala (po dowolnym zainicjowaniu z V(A)) na
wielokrotnym powtarzaniu:
losuj punkt w A, jesli jego 4 sgsiadow jest ma wartosci 0, zmien jego
wartosé

Czyli pozwalamy uktadowi fluktuowaé zgodnie z pLTC.
Uzasadnie, ze kontynuujac ten proces, bedziemy sie zbliza¢ do rozktadu jednorod-
nego na V(A).
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Zauwazmy, ze jest to proces Markowa na V(A). Z f € V(A) mozemy w jednym
kroku przejs¢é do g € V(A) wtw gdy rdéznia sie tylko w jednym wezle. Wtedy
prawdopodobienstwo przejscia wynosi ﬁ. Tyle samo wynosi prawdopodobienstwo
przejscia z powrotem.

Czyli macierz stochastyczna dajaca ten proces jest symetryczna - jest bistocha-
styczna (suma wyrazéw zar6wno w wierszach jak i w kolumnach daje 1) - (1,1, ..., 1)
jest jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej 1.

Poza tym ta macierz jest nieredukowalna, czyli z tw. Frobeniusa - Perrona ta
warto$¢ witasna jest niezdegenerowana, czyli iterujac ten proces zblizamy si¢ do
rozktadu jednorodnego.

Ogoélnie wida¢, ze dowolny proces bistochastyczny by tutaj odpowiadat.

Praktycznie uzywalem okoto 2-5 #A iteracji, a potem zeby dosta¢ kolejny
nieskorelowany okoto # A iteracji.

Usredniajgc po takich ukladach mozemy liczyé opis typowy, jednak
zbieznos¢ jest do$¢ powolna.

Mozemy si¢ pokusi¢ o zbadanie ”intuicyjnie narzucajacego sie” algorytmu:
Alogrytm II: Random seed

Dla kazdego wezta przestrzeni wylosujmy z jednorodnym rozktadem prawdopo-
dobienstwa liczbe z [0,1] — ¢ : X — [0, 1]

Teraz kolejnosé: x < y = t(x) < t(y)

Czyli w kolejnym kroku algorytmu bedziemy losowaé¢ niewylosowany jeszcze
wezel w przestrzeni i:
- jesli miat juz sasiada o wartosci 1, to wartosciujemy go na 0,
- jesli nie - z pewnym prawdopodobienstwem wartosciujemy na 0 lub 1.

Pozostaje okresli¢ to prawdopodobienstwo.

Gdy jesteSmy w punkcie o danym ¢, to znaczy, ze (procentowo) t weztom
ptaszczyzny juz probowalismy nadaé¢ wartos¢. Czyli narzuca sie przyjecie pewnej
funkcji
profil tadowania - q : [0,1] — [0,1] - gdy jesteSmy w wezle o danym ¢t to, jesli
mozna, to z prawdopodobienstwem ¢(t) wartosciujemy go na 1.

Zeby obliczy¢ entropie, potrzebujemy dla ¢ znalezé druga funkcje:
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a:[0,1] — [0, 1] - prawdopodobienstwo, ze weztowi o danym ¢ bedzie mozna nadaé
wartosé 1.

Przyjmijmy, ze a, q - ciagte.
Teraz entropia to bedzie:

1
H,y = [ a(®)hlg)at
Zauwazmy, ze dla optymalnosci powinnismy oczekiwac:

e a(0) =1 - nie ma jeszcze zadnych 1

1 _te 1 juz nic nie blokuja

2
2p¢ - sasiednie 4 zera juz musza by¢ obstawione

°
@

(
e q(1)
(1)
(0)

g p? - te elementy na pewno(a = 1) beda 1

Niestety obliczenie a z q, a co dopiero maksymalizacja po ¢, jest daleko niebanalne.

Mozemy jednak uzy¢ podejécia w stylu metod monte-carlo:
Na pewnym skonczonym zbiorze, np. kwadracie, generujemy rézne kolejnosci
elementéw oraz rézne elementy typowe (uzywajac podanego generatora).

Usredniajac po wszystkich takich pomiarach mozemy dosta¢ na przyktad wykre-
sy z rysunku 5 (A =1, ..., 300%, 4000 pomiaréw).

Rysunek 5: Znalezione numerycznie ¢ i a.

Te wykresy sa bardzo rozmyte - przyczyna jest to, ze za bardzo uprosciliémy
- tak na prawde ¢ powinno tez zaleze¢ od kolejnosci rozmieszczania
sgsiednich elementéow.
Po dopasowaniu wielomianow 4 stopnia i scatkowaniu, dostatlem wiecej niz entropia
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modelu! To jest nauczka, ze trzeba uwaza¢ przy takim sredniowaniu - znalezione a
nie odpowiada juz q.

Przy generowaniu tym algorytmem (¢q) elementéw, dostawalem AH
0.01 — 0.02bita/wezel.

~

W kolejnym rozdziale bedziemy bada¢ algorytmy z kolejnoscia zachowuja nie
wyrozniajaca zadnych punktow - uporzadkowaniem leksykograficznym po wspot-
rzednych.

7 Droga do optimum

W tym rozdziale wskaze praktyczna metode, dzieki ktorej, o ile zatozenie(*) jest
prawdziwe, mozna policzy¢ opis dowolnie bliskiego typowemu.

Wskazuje tez, jak uzywajac ten opis, skonstruowa¢ algorytm dowolnie bliski
optymalnemu.

Badania numeryczne wykazaty, ze dla HS rzeczywiscie podchodzimy dowolnie blisko
optimum.

Idea tego podejscia to przyblizenie tego problemu tak, zeby mozna go byto spro-
wadzi¢ do modelu jednowymiarowego:

1. Uproszczenie modelu: wszystkie wymiary oprécz jednego(wyréznionego) obci-
namy do skoriczonej wartosci

2. Nowy alfabet: jako przestrzen standéw wprowadzamy na przyklad wszystkie
mozliwe przekroje (w kierunku prostopadlym do wyrdznionego) o szerokosci
L—-1

3. Macierz transferu: wprowadzamy macierz (w literaturze nazywana macierza
transferu) mozliwych kolejnych (wedtug wyréznionego kierunku) stanéw

4. Rozwigzanie problemu jednowymiarowego: na podstawie metody z drugiego
rozdziatu

5. Zmalezienie algorytmu: na podstawie tego opisu znajdujemy algorytm, gdzie
jako kolejnos¢ przyjmujemy, ze wypetniamy przekroje po kolei, a na przekroju
przyjmujemy taka kolejnosé, ze wszystkie wezly sa tak samo traktowane (np.
leksykograficznie wzgledem niewyrdznionych wspétrzednych)

Dobrze zrobi¢ jeszcze jeden krok:

6. Ocena algorytmu: uzywajac algorytmu zrekonstruowaé¢ opis statystyczny po-
trzebny do obliczenia prawdopodobienstw poszczegdlnych zdarzen i obliczy¢
entropie.
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Przesledze teraz te kroki dla HS.

1. Wyrdzniam kierunek (1,0) na plaszcezyznie. Przyjmuje szerokosé obcigcia n.
Nowa przestrzen, to

Y :=7Z(1,0) +7(1,1)
gdzie m := {0, ....,n — 1}

Pozostaje nam wprowadzi¢ warunki brzegowe, mozna to zrobi¢ na przyktad
na 2 sposoby:

(a) cykliczne: Y;u(i +n,n) = v(i,0)
(b) zerowe: Y;v(i,—1) = v(i,n) :=0

O warunkach cyklicznosci mozemy mysleé¢ jako o dodatkowych wiezie - czyli
entropia tu uzyskana bedzie mniejsza niz prawdziwa.

Natomiast o warunkach zerowych mozemy mysle¢ jako o pasach pokrywa-
jacych calg przestrzen. Tutaj od HS réznimy sie tym, ze miedzy liniami
ni a ni + 1 (i € Z) nie obowiazuja wiezy (moga by¢ sasiednie jedynki) -
zmniejszamy ilo$¢ wiezow - dostaniemy entropie wieksza niz prawdziwa.

Czyli mozemy dowolnie przybliza¢ entropie z dolu i z géry zaleznie
od przyjetych warunkéw brzegowych.

Nas nie interesuje liczenie entropii, tylko rozktadu prawdopodobienstwa.
Chcieliby$my, zeby dla danego n nowy alfabet byt jak najmniejszy. W tym
celu najlepsze beda warunki cykliczne - wiele elementéow bedziemy mogli
utozsamic.

2. Szerokos¢ pasow wystarczy 1.
Idziemy na ukos - wiezy nie dziataja: nowy alfabet, to A" := (1,1)n — {0,1}
tyle ze utozsamiamy elementy v, w € A’, takie ze:

(a) przesuniecie cykliczne: 3 V; v(i) = w(i + k mod n)

(b) odbicie: V; v(i) = w(n — 1 — 1)

(c) nieistotne zero: v(0) = v(1) =v(2) =1 Aw(l) = 0AVigv; = w;
Pierwsze dwa warunki wynikaja z cyklicznosci.
Trzeci méwi, ze te dwie jedynki blokujg sasiadow srodkowego 0 - takie samo

bedzie zachowanie, jakby tam byta 1.
Ten warunek jest wlasnie powodem, dla ktérego wybratem uko$ne pasy:
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Dla pionowych paséw mamy warunek, ze nie ma 2 sasiednich jedynek - ich
ilo§¢ rosnie jak " = 1.618". Natomiast dla uko$nych dla matych n mniej
wiecej jak 1.5™.

Dzieki tym trzem utozsamieniu np. dla n = 21 zamiast 22! symboli dostajemy
609 razy mniej: 3442.

3. My, =1ueV
gdzie D(u) := {(0,0),(1,0)} + (1, D)7, u(i, i) :=v(i), u(i + 1,4) := w(i).

4. teraz dla macierzy M znajdowatem metoda potegows wektory wtasne i na
podstawie metody z drugiego rozdzial: macierz procesu Markowa S (wita¢ tu
analogie markowowskosé - LTC). Warto$¢ wlasng bratem z [6]. Czyli mamy
przyblizenie opisu.

5. Algorytm III: Pasmowy typu (a,b)
Kolejnosé: (i,j) < (k,)) e (i—j<k—-0)V(@i—j=k—INi<k)
q:{0,1}* x {0,1}* — [0,1]
q(u,v) = jesli nie ma sasiednich jedynek i
u - wartosciowanie poprzednich a wezléw,
v - wartosciowanie b weztéw, ktore beda wptywacé na nastepne wezty,
to z takim prawdopodobienstwem nadaj weztowi (7) wartos¢ 1.

Wartosci ¢ dostajemy korzystajac z opisu dla dwéch paséw - patrz rysunek

dlaa=b=2
f [v] | f v| x‘ v,| *
J Y% “ | Vol * ;‘ Vol *
‘ 0 | o ‘ o[~ | 0] ‘
— \
9 mp - Z P o[ 2 :p 0 |
| u, * \ * | U | = |y
g ] eV Wnr *<V |
\ |.'. ..- |... ..-

Rysunek 6: Liczenie q.

Oto przyktadowe algorytmy znalezione w ten sposéb:

(a) a=b=0  ¢=0.3602094

b) a=b=1 ~ [ 0.3365899 0.2946553
“=re ~\ 0.4406678 0.3999231



7 DROGA DO OPTIMUM 33

0.3350090 0.2918920 0.3265314 0.2910261
0.3507870 0.3075943 0.3423356 0.3067152
0.4419816 0.4001011 0.4342912 0.3992940
0.4421921 0.4004149 0.4345211 0.3996084

(c) a=b=2 q=

Gdzie numer wiersza oznacza u traktowany jako liczbe w uktadzie dwojkowym
- numeracja bitéw rosnie w kierunku (1,1) (jak na rysunku).
Analogicznie numer kolumny oznacza v.

6. Oceniamy algorytm.
Zeby skorzystaé¢ z wzoru na entropie, trzeba znaé rozklad prawdopodobien-
stwa uzywanych (u,v) dla q.
W tym celu trzeba znalezé opis probabilistyczny (dla ksztattu jak na rysunku
ponizej), ktory jest opisem dawanym przez algorytm (powinien byé¢ bliski
znalezionemu wezesniej).
Powinien by¢ on punktem statym nastepujacego przeksztatcenia:

<]

|i

uj

Rysunek 7: Iteracja, ktorej szukany opis powinien by¢ punktem statym.

gdzie rozktad dla d znajdujemy z algorytmu,
natomiast z ¢ jest problem - nie mozemy go bezposrednio znalez¢. Mozemy
jednak przyjac, ze z przyblizonego aktualnie opisu mozemy znalezé przyblizo-

ny opis dla (1, 1)k - stad biore c.

Czyli szukamy punktu stalego pewnego skomplikowanego przeksztaltcenia.
Pamietajmy jednak, ze przyjmujemy ze ten opis jest bliski znalezionemu
wezesniej (aproksymacji typowego).

Algorytm:

(a) jako opis poczatkowy przyjmij znaleziony wezesniej

(b) dopéki w kolejnej iteracji dostajemy opis dalszy od tego z poprzedniej niz
pewna ustalona granica:
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i. 7z aktualnego opisu oblicz opis dla (1,1)k
ii. na podstawie algorytmu i opisu (1, 1)k przeprowadz kilka iteracji z
rysunku

W przypadkach ktore badalem, okazato sie ze powyzszy algorytm jest szybko

zbiezny.
Oto wyniki: —log,,(H — H,) dla réznych a, b:
a\b| 0 | 1 2 3 4 5

0 2.06 | 2.113 | 2.1153 | 2.1153 | 2.1153 | 2.1153
3.32 | 3.82 | 3.99 | 4.001 | 4.002 | 4.003
3.50 | 4.37 | 5.19 5.44 | 5.466 | 5.436
3.50 | 4.42 | 5.55 6.43 6.74 6.78
3.50 | 4.42 | 5.58 6.71 7.60 7.96
3.50 | 4.42 | 5.58 6.74 7.83 8.72

QY | W[ DN —

Widac¢ ze najlepiej bra¢ a i b podobne.
Inicjalizacja

Gdy w praktyce chcielibysmy korzysta¢ z tego algorytmu, potrzeba go jeszcze
zainicjalizowaé. Walczymy o maty utamek bit/wezel na brzegu pewnego zbioru -
mozemy wzia¢ praktycznie dowolny rozktad i straty informacji beda marginalne.

Gdyby nam jednak zalezalo na optymalnym wykorzystaniu tych weziow, na
pierwszy rzut oka, powinnismy uzy¢ np. zwyktego opisu statystycznego dla (1,1)k.
Przypomnijmy jednak, ze z lewej strony nie bedziemy mieé¢ ograniczen - powinnismy

tutaj zmiesci¢ wiecej informacji niz normalnie.

Ogolnie - przyjmijmy, ze znamy rozkltad prawdopodobienstwa ”poprzedniego
pasa’ (np. same zera z prawdopodobienstwem 1).
Na podstawie podstawie znanego nam procesu Markowa (S) dostajemy rozktad
prawdopodobienstwa par paséw: poprzedni-ten. Stad znajdujemy algorytm ktory w
tym pasie powinnismy stosowac.

Np. gdy wczesdniej nic nie byto, mozemy przyjaé, ze ”poprzedni pas” byt wypet-
niony samymi zerami. Czyli z Sy, dostajemy algorytm wartosciowania pierwszego
pasa.

W kolejnym pasie rozktad poprzedni(v)-ten(u) to p(u,v) = So,Spw - dostajemy al-
gorytm.
Oczywiscie postepujac tak dalej coraz bardziej zblizamy sie do ogdlnego algorytmu.
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8 Podsumowanie

W skoniczonych przestrzeniach, gdy mamy dany pewien rozktad prawdopodobien-
stwa (> 0) elementéw, kazdy z nich moze wystapi¢. Jednak gdy z rozmiarem
przestrzeni zmierzamy do nieskonczonosci(granica termodynamiczna) - bedziemy
mieli do czynienia z sytuacja podobna do tej w twierdzeniach granicznych z rachun-
ku prawdopodobienstwa - bedziemy zmierza¢ do pewnej delty diraca w przestrzeni
parametrow. Sytuacja wyglada tak: mamy pewne wiezy - przettumaczamy je na
réwnania na parametry (np. p(11) = 0). Teraz w tej okrojonej przestrzeni para-
metrow szukamy takich, ktére maksymalizuja entropie (opis typowy) - elementy te
catkowicie zdominuja pozostate w granicy termodynamiczne;j.

Jak szukaé takiego opisu? Po pierwsze - wybieramy sposob opisu, zeby wykorzystac
naturalne symetrie modelu - opis powinien je zachowywac. Teraz, poniewaz wiemy
ze szukane elementy dominuja pozostate, mozemy wysredniowa¢ po wszystkich
elementach - wktad od pozostatych bedzie nieistotny.

Przy skonczenie zasiegowych wiezach mozemy dzieli¢ przestrzen na dwa podzbiory
(jeden skonczony), ktére sa rozdzielone pewnym zbiorem, tak ze tamte dwa
podzbiory nie wplywaja na siebie - mozemy je rozwazy¢ osobno. Na zbiorze
skonczonym jednak tatwo z reguty przewidzie¢ zachowanie. Dostajemy dzigki temu
zestaw koniecznych (czesto i wystarczajacych) do typowosci (LTC) - czyli typowosé
staje sie warunkiem lokalnym.

Trzeci sposéb na szukanie typowego opisu, jest po prostu maksymalizacja po
entropii. Dla podanych w pracy opisow statystycznych - liczenie entropii jest
dos¢ proste: wypelniamy przestrzen pewnym ciggiem i entropie liczymy punkt po
punkcie.

Dla modeli jednowymiarowych, znalezienie typowego opisu okazuje si¢ dos¢ proste
- 7z LTC jest dany tancuchem markowa. Dla wielowymiarowych juz potrzeba
nieskonczenie wiele parametrow. Mozemy je znalezé np. usredniajac po wielu
losowych elementach lub obcinajac wszystkie oprocz jednego wymiaru przesztrzeni
do skonczonej wartosci i korzysta¢ z metod jednowymiarowych. Na przyktad dla
HS ta metoda daje praktycznie dowolne przyblizenie typowosci.

Majac teraz pewne przyblizenie opisu typowego, mozemy generowaé elementy zgod-
ne z tym opisem. Gdy do tego generowania uzyjemy pewnej informacji, tak zeby
ten proces byl odwracalny - dostaniemy kodowanie. Mozemy je np. wykorzysta¢ do
zwigkszenia pojemnosci informacyjnej nosnika.
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