Strategia ostony i wycena opcji na rynku niegaussowskim
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Abstract

Analizujemy rozszerzenie modelu Blacka—Scholesa dopuszczajace dowolne (niegaussowskie) rozktady
wzglednych zmian cen akcji. Metoda minimalizacji ryzyka wystawcy opcji znajdujemy optymalng
strategie oslony, ktéra mozna uwazacé za uogdlnienie klasycznej strategii typu delta. Przyréwnujac
do zera warto$c¢ oczekiwang dochodu wystawcy opcji stosujacego znaleziong strategie oslony obliczamy
wartosé europejskiej opcji kupna. Otrzymany wzér moze stuzyc do szacowanie poprawek do wzoru
Blacka—Scholesa w zwiazku z odchyleniami rozkladu wzglednych zmian cen od rozkladu Gaussa.

1 Wstep

Slynna teoria Blacka—Scholesa [1] wyréznia sie dwiema zadziwiajacymi wlasnosciami:

i) optymalna strategia pozwala na zredukowanie do zera ryzyka wystawcy opcji, a wiec gwarantuje
idealng oslone (perfect hedging);

ii) cena opcji nie zalezy od sredniego wzrostu cen akcji lub innych instrumentéw pierwotnych.

Teoria B—S oparta jest na zalozeniu, ze wzgledne zmiany cen s niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozkladzie Gaussa, a wiec ceny akcji mozna opisa¢ rozkladem log-normalnym. Taki model opisuje tylko
w pierwszym przyblizeniu opisuje zmiany cen na rzeczywistych rynkach kapitatowych. Od czaséw pio-
nierskich prac Mandelbrota [2] rozwijane s3 modele, w ktérych zmiany cen na gieldzie opisuje sie proce-
sami Lévy’ego. Numeryczna analiza coraz wiekszej liczby danych rynkowych przeprowadzana w ostat-
nich latach [3], pozwala na dokladniejsza weryfikacje przydatnosci niegausowskich modeli rynku.! W
tym artykule przedstawimy uogodlnienie wzoréw Blacka—Scholesa na cene opcji dla dowolnego rozkladu
cen instrumentu pierwotnego wzorujac sie na pracy [4].

Zaprezentowane podejscie, oparte na idei Bouchaoud i Sornette [5], polega na:

a) znalezieniu optymalnej strategii ostony minimalizujacej ryzyko,

b) wyznaczeniu ceny opcji wynikajacej z warunku zerowej wartosci oczekiwanej zysku wystawiajgcego
opcje, przy stosowaniu optymalnej stratregii ostony.

"Mantegna i Stanley stwierdzili niedawno [3], ze srodkowa cze$¢ rozktadu fluktuacji wartosci amerykariskiego indeksu
S&P 500 dobrze opisywana jest rozkladem Lévy’ego z parametrem o =~ 1.40



Koncepcja rozwigzywanie problemu wyceny opcji poprzez minimalizacje ryzyka, wprowadzona
przez Follmera i Sondermanna [6], byla takze stosowana przez Schila [7], Schweizera [8] oraz Mercurio

[9]-

2 Bilans stanu posiadania wystawiajacego opcje

Rozwazmy model idealnego rynku bez kosztéw transakcji. Niech ¢ = 0 oznacza chwile poczatkowa,
a T oznacza okres waznosci opcji. Zaldézmy, ze transakcje dozwolone sg w dyskretnych momentach
czasu: t = 0,7,27,...k7, NT = T, a stopa procentowa wolna od ryzyka wynosi r. W chwili ¢ = 0
wystawiajacy opcje kupna sprzedaje ja za jej cene C[Sy, K, T, gdzie Sy = S(t = 0) oznacza biezacy
cene akcji, a K cene realizacji opcji. Strategia oslony wystawiajacego opcje okreslona jest przez wektor
¢r(Sk) oznaczajacy liczbe akcji posiadanych od chwili ¢ = k7 do momentu kolejnej transakcji ¢y 1.
Oczywiscie liczba ¢y, zalezy od wartosci akcji Sy w chwili #.

Zmiany stan posiadania AW wystawiajacego opcje w zwigzku z stosowaniem strategii ¢ dane sg

WZOrem
N-1

AWy = Y ¢i(Sk)[Skr1 — € zyle” T, (1)
k=0
W chwili k7 wystawiajacy opcje moze trzymaé w portfelu ¢ (Sk) akcji, lub sprzedaé je otrzymujac
Skor(Sk) gotéowki, ktéra moze byé ulokowana w obligacjach o stopie procentowej r. W kolejnej
chwili (k 4+ 1)1 portfel bedzie warty Ski14x(Sk) w przypadku trzymania akcji, lub e"” Sk¢r(Sk) w
przypadku ulokowania funduszy w obligacjach. Réznica pomiedzy tymi wielkosciami oznacza zyska
(strate) w chwili (k + 1)7. Po zdyskontowaniu tej wartoSci do momentu wygasniecia waznosci opcji
T = N7 uzyskamy ¢ (z)[zpr1 — € zp]e" M~ E+DT Sumujac N takich przyczynkéw, pochodzacych
od réznych momentéw transakcji, otrzymamy réwnanie (1).
Jezeli w chwili T' cena akcji St przekroczy cene realizacji K, to opcja zostanie zrealizowana, co
wystawiajacego opcje bedzie kosztowalo sume S — K (dla uproszczenia opuszczamy indeks piszac
S = Sr). Przeto catkowity bilans wystawiajacego opcje ma postaé

N—1
AW = C[So, K, T)e"" — max(S — K,0) + > ¢x(Sg)dSge™ ¢+ (2)
k=0
gdzie wprowadzono notacje: dSy = [Skt+1 — €7 Sk]. Zauwazmy, ze przyrost dzy jest pézniejszy niz
moment k7, w ktérym ustalana jest strategia ¢y.
Aby uzyskaé¢ wartosé¢ oczekiwang zysku P = (AW), nalezy powyzsze réwnanie bilansu usrednié¢
po zmiennych losowych Si, oznaczajacych ceny akcji w chwili k7. Sredni zysk wystawiajacego opcje
jest wiec rowny

N—-1
P =(AW) = C[So, K, T]e™ — (max(S — K,0)) + > (dr(zx)) Sz e m*FDT, (3)
k=0

gdzie () oznacza warto$é oczekiwang zmiennej x.
Jako miare ryzyka dla wystawiajacego opcje przyjmiemy §rednie odchylenie standardowe zysku?

R=\/< (AW)? > —(< AW >)? (4)

%zalozenie, 7e wariancja istnieje jest naturalne dla danych do$wiadczalnych opisujgcych fluktuacje cen Sy na rynkach
rzeczywistych. W modelach matematycznych czesto stosuje si¢ tzw. ”obcigte” rozklady Lévy’ego truncated Lévy distri-
bution, dla ktérych wariancja takze istnieje.



Poszczegélne czlony zdefiniowanego w ten sposéb ryzyka, o strukturze podobnej do wzoru (3)
zostaly wypisane i szczegélowo oméwione w pracach [5, 10]. Ryzyko R jest dodatnie lub réwne zeru.
Minimalizujac ryzyko ze wzgledu na wszystkie mozliwe strategie ¢p, mozna otrzymaé optymalna
strategie ostony ¢* oraz minimalne ryzyko R* = R(¢*). Podstawiajac znaleziong strategie ¢* do wzoru
(3) i przyréwnujac $redni zysk wystawcy opcji do zera (P = 0), otrzymamy réwnanie pozwalajace
wyznaczy¢ cene opcji kupna C

N-1
C[S0, K, T] = ™" (max(S — K,0)) — Y (%(Sk)) (68 ekt (5)

k=0
3 Wazgledny $redni przyrost cen akcji rowny zeru

Rozwazmy prosty przypadek, w ktérym sredni wzrost wartosci akcji pu réwny jest stopie bez ryzyka
r. Zatem wzgledny $redni przyrost cen akcji (pomniejszony o stope wzrostu wartosci obligacji), jest
réwny zeru, (6S;) = 0. Ten przypadek nie jest bardzo wazny dla praktykéw,? ale jest dobrym punktem
wyjscia do dalszej analizy. Poniewaz (§.S;) = 0, ostatni czlon w réwnaniu na wartoaé opcji (5) znika.

Niech P(S,T|Sp,0)dS bedzie prawdopodobieristwem, ze cena akcji wynoszaca Sy w chwili ¢ = 0,
wyniesie S w chwili ¢t = T. Wtedy wartos¢ opcji dana jest calks

ColS, K, T] = e~ (max(S§ — K, 0)) = e~"" /KOO(S—K)P(S,T|SO,O)dS (6)

Roéwnanie (6) posiada strukture standardowego wzoru Blacka—Scholesa i rzeczywiscie sprowadza
sie do niego przy zalozeniu, ze prawdopodobienistwo P(S,T|Sy,0) dane rozkladem log-normalnym, a
$redni wzrost wartosci akcji pu rowny jest stopie bez ryzyka r.

Aby znalezé optymalng strategie oslony ¢* i oszacowa¢ minimalne ryzyko wystawcy opcji R*,
zalozymy, ze przeskalowane zmiany wartosci akcji .S, s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi: (6.5;6.5;) =
D(Sfc. Wielkosé D, odpowiadajgca wspolczynnikowi dyfuzji, okresla szerokos¢ rozkladu prawdopodobienistwa
P(S,7|S0,0) zmiany cen akcji podczas przedziatu czasu o dlugoéci 7. Wtedy $rednie z wielkosci
zaleznych od dwéch réznych chwil czasu (¢t = k7 it = I7) nie sg skorelowane i pozwalajg na zapisanie
kwadratu z ryzyka (AW?) = R?, w postaci

(AW?) = (AW2)0+DTZ/ dSP(S,t = kr|So, 0)¢2(S)e> T~1=7)

o0 r_
Z or / ds'(S' — K)P(S',T|S, kr) / dSP(S,t = kr|so,0)¢,€(S)i—feT<T*t*T(,7)
5 -

W powyzszym wzorze (AW?2)o oznacza ryzyko zwigzane z wystawieniem opcji przy braku oslony
(¢x = 0). Minimalne ryzyko otrzymamy kladac
O({AW?)
0k (S)
dla wszystkich chwil czasu k oraz wartosci akcji S. Poniewaz réwnanie (7) zawiera jedynie czlony lin-

iowe i kwadratowe w strategii phig(S), rézniczkowanie (8) pozwala uzyskaé prosty wzér na optymalng
strategie oslony

=0 (8)

§' -8 —r(T—t—7
(S D/ aS'(8' ~ K)P(S', T|S, t = k) e (=4, )

e

3jedli p = r, to kupowanie akcji daje ten sam sredni zwrot co obligacje, a jest bardziej ryzykowne



Podstawiajac ¢} do réwnania (7) otrzymamy
N-— o
(AW?)* = (AW?)g — Dr 3 / dSP(S,t = k7|Sy, 0)2(S)e~"(T=+=7). (10)

Przy zalozeniach teorii B-S wariancja (AW?2)* = R? tozsamo$ciowo znika [5]. Jest to zgodne z
wlasno$ciami modelu Blacka—Scholesa, w ktérym mozliwa jest oslona idealna.

7 drugiej strony, w ogélnym przypadku wielkoéé (AW?2)* jest dodatnia. Oznacza to, ze w mod-
elach realistycznych nawet najlepsza strategia oslony ¢; nie pozwala na zredukowanie ryzyka do zera.
Przykladowo, dla typowych opcji o krétkim (miesiecznym) okresie wagznosci, ryzyko R wynosi okolo
1/4 wartosci opcji[4]. Niezerowe ryzyko ponoszone przez wystawiajgcego opcje wplywa na wielkosé
widelek okreslajacych réznice ceny sprzedazy i ceny zakupu opcji. W wyidealizowanym modelu B-S
obie ceny sg réwne, a wiec widelki cen znikajg.

4 Niezerowy wzgledny $redni przyrost cen akcji

Rozpatrzmy realistyczny, ogélniejszy przypadek, w ktérym $rednia stopa wzrostu wartosci akcji p
przewyzsza stope bez ryzyka r. Wtedy wielko$¢ m = (dzy) = 0, w przyblizeniu réwna p — r, bedzie
dodatnia. W réwnaniu bilansu (2) wystapi wiec trzeci sktadnik (AWy,), odpowiadajacy za zmiane
stanu posiadania wystawiajacego opcje w zwigzku z przeprowadzanymi transakcjami ostony:

N— o0
(AWy) =m 3 / dSP(S,t = kT[S, 0) ¢ (S)e T+, (11)

Zalézmy, ze parametr m jest maly w poréwnaniu do wielkosci ov/T, oznaczajacej $rednia wzgledna
zmiane cen akcji w ciggu okresu waznosci opcji 7. W tym przypadku mozna potraktowaé czlon (AWy,)
jako zaburzenie i przedstawi¢ wzér na ceng opcji w postaci szeregu w parametrze m. Uzywajac wzoru
na optymalng strategie (9) uzyskamy, jako pierwsze przyblizenie, cene opcji z wyrazem liniowym w
m.

Nasze rozwagzania prowadzimy dla dowolnego rozkladu P (.S, N|Sy,0), okreslajacego prawdopodobieristwo,
ze w ciggu czasu 1" cena akcji zmieni sie z Sy na S. Zalézmy, ze rozklad ten mozna przedstawi¢ w
postaci transformaty Fouriera

= [ P(S,N1So,0) exp(isy)as, (12)

a nastepnie rozwinag¢ w szereg kumulant c,. Kumulanty sa zdefiniowane poprzez szereg

Py = exp| Y- 2], (13)
n=2 )

gdzie parametr ¢y jest wariancjg rozkladu: ¢ = ND71 = 0T, a parametr ¢4 jest jego kurtoza. Dla
rozkladu Gaussa tylko drugi kumulant ce rézni sie od zera, a wszystkie wyzsze znikajg. Rozwiniecie
w kumulanty mozna zastosowa¢ do Wyrazenia (S — S)P(S’, N|Sy, 0), wystepujacego we wzorze (9),

Cn anl

n—1'asn 1

(8' = S)P(S' NIso,0) = [ dyPly) o expli(s' - ) = 3 1

9y P(S',N|S,0). (14)

n=2

Podstawiajac je do wyrazenia (9) otrzymamy optymalng strategie



1 & (-1, 0!
b5 (S) = — 22 ﬁasmqs, K,T — k7). (15)

C2 n—

Nietrudno zauwazy¢, ze w przypadku Gaussowskim (¢, = 0 dlan > 2) w powyzszej sumie pozostaje
tylko pierszy skladnik, ktéry daje standardows strategie oslony typu delta ¢j(S) ~ O0C[S,K,T —
kt]/0S, jaka przewiduje model Blacka—Scholesa.

Wstawiajac optymalng strategie (15) do réwnania (11) i caltkujac przez czesci otrzymamy rozwiniecie
czlonu (AWy,), ktéry podstawiony do wzoru (5) daje nastepujaca cene opcji Cp, przy niezerowym
parametrze m

& 8"73

Cm[So,K,T;m] = m ()[S K T m Z

3 ’ﬂ—l 1 O'n— 9pm—3 (S,’N‘SOaONS’:K (16)

z dokladnos$cia do wyrazéw m?2.

W przypadku Gaussowskim ¢, = 0 dla wszystkich n > 3, wiec C,, = Cp, z dokladnoscig do
wyrazow liniowych w m. Tg réwnosé jest prawdziwa takze w wyzszych rzedach w m [11], co jest
zgodne ze znanym faktem, ze w modelu Gaussowskim cena opcji wedlug Blacka-Scholesa nie zalezy
od éredniej stopy wzrostu akcji p.

Z drugiej strony, dla symetrycznych rozkladéw prawdopodobienistwa z ” grubymi” skrzydlami (c3 =
0 oraz ¢4 > 0), dodatni wspélczynnik m spowoduje podwyzszenie wartosci opcji poza ceng (Sy < K)
oraz obnizenie wartosci opcji w cenie (Sp > K).

Zauwazmy ponadto, ze wyraenie (16) mozna przepisa¢ w postaci analogicznej do wzoru (6)

w A
Con[So, K, T] = e'T / dS(S — K)P(S,T|So,0) (17)
K

gdzie zmodyfikowany rozklad P dany jest wzorem

~ ST X ey O
P(S,T|Sy,0) = Py(S,T|Ss,0) — TCZ > WWPO(SaN|SOaO) (18)
n=3 )

Co prawda rozklad P jest znormalizowany (f*_ P(S)ds = 1), ale P(S) moze przyjmowaé wartosci
ujemne, wiec nie jest rozkladem prawdopodobienstwa. Natomiast niezaleznie od wartoéci parametru
m rozklad P nie jest

7 przyjemnoscig dziekujemy za wspdlprace J.-P. Bouchaud. Ta praca powstala dzieki wsparciu
udzielonego w ramach wspétpracy KBN i Szwedzkiego Komitetu Nauki.
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